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Zadania otwarte

Z ADANIE 26 (2 PKT)

Rozwiaz nieréwnosé: x2 + 16 > 10x + 40.

ROZWIAZANIE

Musimy rozwigzac nier6wnos¢
x> —10x —24 >0

Znajdujemy najpierw miejsca zerowe tréjmianu x> — 10x — 24

A=10*>—4-1-(—24) =100+ 96 = 196 = 14?

10— 14 1 14
02 = -2, x3= 0+ =12.

X1 = 5

Poniewaz wspélczynnik przy x? jest dodatni, wykres tego tréjmianu jest parabola o ramio-
nach skierowanych do géry.
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|

40

Otrzymujemy stad rozwiazanie nieréwnosci: (—oo, —2) U (12, +00).

Odpowiedz: (—oco, —2) U (12, +00)

Z ADANIE 27 (2 PKT)
Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n, gdzie n > 1, liczba 2" + 2/"+1 4 2742 4 pn 3
jest podzielna przez 30.

ROZWIAZANIE

Przeksztalcamy dane wyrazenie
2n+2n+1+2n+2+2n+3 :2n+2_2n+22.2n+23_2n —
=2". (1+2+4+8)=2"-15=2""1.30.

Widac¢ teraz, ze jezeli n > 1, to liczba ta rzeczywiscie dziali sie przez 30.

Z ADANIE 28 (2 PKT)

Liczebnos¢ kolonii bakterii pewnego szczepu w zaleznosci od czasu opisuje funkcja f(t) =
mg - at, gdzie t — oznacza czas obserwacji w godzinach, 2 — pewna stala dodatnia, a mgy —
liczebno$¢ poczatkowej proby bakterii. Na poczatku doswiadczenia zaobserwowano 300
sztuk bakterii. Po dwéch godzinach liczba bakterii wzrosta do 1200. Po jakim czasie liczba
bakterii wzros$nie do 1536007

ROZWIAZANIE
Podane w tresci zadania informacje mozemy zapisa¢ w postaci réwnosci

{300 = £(0) = my
1200 = £(2) = mg - a> = 300 - a>.
Z drugiego réwnania mamy a* = 4, czyli a = 2. Pozostato rozwiaza¢ réwnanie
153600 = f(t) = mg-a' =300-2" /:300
512=2" = 2'=2" = t=09.

Odpowiedz: Po 9 godzinach.
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Z ADANIE 29 (2 PKT)

Pole kwadratu ABCD jest réwne 16. Punkt E jest rodkiem boku BC, a punkt S punktem

przeciecia przekatnej BD kwadratu i odcinka AE. Wykaz, ze odlegtos¢ punktu S od boku
AB jest r6wna %.

ROZWIAZANIE
Rysujemy opisana sytuacje.

D C
4 s A
A =B

Zauwazmy, ze trojkaty ASD i ESB maja réwne katy, wiec sa podobne. Ponadto, skala ich
podobienistwa jest rowna
,_AD_AD _,
=55 = TAD =
To oznacza, ze DS = kBS = 2BS i z podobienistwa tréjkatow prostokatnych ABD i FBS (lub
z twierdzenia Talesa) mamy

SF _BS _ BS 1 N SF_D_A_A_L
DA DB 2BS+BS 3 3 3

Z ADANIE 30 (2 PKT)

Na szesciu jednakowych kartkach napisano liczby: 1, 10, 100, 1000, 10000, 100000. Z tych
kartek losujemy kolejno bez zwracania trzy. Oblicz prawdopodobieristwo, ze suma wyloso-
wanych liczb tworzy liczbe podzielna przez cztery.

ROZWIAZANIE

Sposéb 1

Trzy liczby z 6 mozemy wylosowac¢ na

6\ 6:5-4
(3)_ 5 A

sposobow. Jezeli liczba utworzona z wylosowanych liczb ma by¢ podzielna przez 4, to
wsrdd tych liczb nie moze by¢ 1 i nie moze by¢ 10. Sa wiec

9-()-

sposoby utworzenia takiej liczby. Interesujace nas prawdopodobienistwo jest wiec rowne
4 1

20 5
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Sposéb I1

Wypiszmy wszystkie liczby jakie mozemy otrzymaé w wyniku opisanego losowania

111
1011, 1101, 1110
10011, 10101, 11001, 10110, 11010, 11100
100011, 100101, 101001, 110001,
100110, 101010, 110010, 101100, 110100, 111000

Jest wiec 20 takich liczb. Liczby podzielne prze 4 na tej lidcie to liczby koniczace sie dwoma
zerami — sa 4 takie liczby. Interesujace nas prawdopodobienistwo jest wiec réwne

4 1
20 5

Odpowiedz:

Z ADANIE 31 (2 PKT)

W ciagu arytmetycznym (a,), dla n > 1 suma wyrazéw trzeciego, czwartego i piatego wy-
nosi 144. Oblicz sume siedmiu poczatkowych wyrazoéw ciagu (ay).

ROZWIAZANIE
Wiemy, ze

144 =as+as+as=(ay +2r)+ (a1 +3r)+ (a1 +4r) =3a7+9r /:3
48 = aq + 3r.

Mamy natomiast obliczy¢

_ 2a1 +6r
2

Sy 7 =7(ay 4 3r) =7 - 48 = 336.

Odpowiedz: 336

Z ADANIE 32 (4 PKT)

W tréjkacie rozwartokatnym ABC o kacie rozwartym przy wierzchotku C poprowadzono
wysokos¢ CD i otrzymano réwnoramienny tréjkat ACD. Diugosci bokéw AB i AC sa odpo-
wiednio réwne |AB| = 4(1+ 1/3) i |AC| = 4+/2. Oblicz pole powierzchni kota opisanego
na tréjkacie ABC.
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ROZWIAZANIE
Szkicujemy opisana sytuacje.

C
42,
4
A -4 B
4 D 43
Wiemy, ze tréjkat prostokatny ACD jest rGwnoramienny, wiec jest to potéwka kwadratu i
CD = AD = AC _ 4.

V2

DB = AB— AD =4+4V/3 - 4=4V3.
Stosujemy teraz twierdzenie Pitagorasa w tréjkacie prostokatnym CDB.

BC =+\/CD2+DB2 =16 +48 = V64 =8

(mogliSmy tez zauwazy¢, ze tréjkat CDB to potéwka tréjkata rownobocznego).
Zastanéwmy sie do czego zmierzamy — promien R kola opisanego na tréjkacie ABC mo-
zemy z twierdzenia sinus6w

Stad

R_ BC _ 8 _16 . 8
_singA_%E_ﬁ V2

Jezeli kto$ nie chce korzysta¢ z twierdzenia sinuséw, to do tego samego wniosku mozemy
doj$¢ poréwnujac dwa wzory na pole
abc a 8

1
— i A = P = — = — = —
presindAd=FPac =77 = R=5474= 4

Pole kota opisanego na tréjkacie ABC jest wiec rowne
64

RP=rm — =32
7T 7r2 327

Odpowiedz: 327t

Z ADANIE 33 (4 PKT)

Wihasciciel sklepu kupuje zegarki ptacac producentowi 180 zt za sztuke. Nastepnie sprzeda-
je miesiecznie 30 sztuk takich zegarkéw po 230 zt. Sprzedawca oszacowat, ze kazda obniz-
ka ceny zegarka o zlotowke zwiekszy liczbe sprzedanych zegarkéw o trzy sztuki. Niech x
oznacza liczbe obnizek o 1 zt, gdzie x € {1,2,3,...,30}.

a) Wyznacz wzér funkcji miesiecznego zysku wiasciciela sklepu w zaleznosci od x.
b) Jaka cene zegarka powinien ustali¢ wlasciciel sklepu, aby jego miesieczny zysk byt

najwiekszy? Ile bedzie rowny ten najwiekszy miesieczny zysk?
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ROZWIAZANIE

W chwili obecnej sklep zarabia na zegarkach
30 - 50 = 1500.
a) Jezeli cena zostanie obnizona o x zlotych, to zysk ze sprzedazy bedzie wynosit

F(x) = (30 +3%)(50 — x) = —3(x +10)(x — 50).

Odpowiedz: f(x) = —3(x 4+ 10)(x — 50)

b) Poniewaz wykresem funkgji f(x) jest parabola o ramionach skierowanych w dét, war-
tos¢ najwieksza otrzymamy w wierzchotku paraboli, ktéry jest dokladnie w §rodku
pomiedzy pierwiastkami, czyli w punkcie

_ -10+50

Xy = 5 20

(oczywiscie mogliSmy tez wymnozy¢ nawiasy we wzorze na f(x) i skorzystac ze wzo-
ru na wspoélrzedne wierzchotka). Zysk dla x = 20 wynosi

£(20) = —3(20 +10)(20 — 50) = —3-30 - (—30) = 2700 zt.

Odpowiedz: Cena: 210 zi, zysk: 2700 z1.

Z ADANIE 34 (5 PKT)

Pole podstawy ostrostupa prawidtowego tréjkatnego jest rowne 161/3, a jego objetosé¢ 80+/3.
Wyznacz cosinus kata « nachylenia $ciany bocznej do plaszczyzny podstawy.

S

B
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ROZWIAZANIE

Zaczynamy od rysunku

Podane pole podstawy pozwala obliczy¢ diugosé boku a tréjkata rownobocznego w podsta-
wie ostrostupa.

16V/3 = f - =64 = a=28.

Latwo tez obliczy¢ wysokos¢ H ostrosiupa

80V/3 = —P H_waH - H=15.

Korzystamy teraz z twierdzenia Pitagorasa w trdjkacie prostokatnym SFE i obliczamy wy-
sokos¢ h Sciany bocznej.

pE_lap_ 1 av3_ 4v3
3 3 2 3
h=SE = +/SF2+ FE2 = \/ 225 + \/ 20973 \/23073.

Pozostato obliczy¢ cosinus interesujacego nas kata.

FE_ %2 4 4601

coszxzs—E— ??73— 51 6ol

691
Odpowiedz: \6/;
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