Zadanie 1.
Wykaz, ze dla a, b = 0 prawdziwa jest nieréwnos¢:

a+b
> Vab
2
Rozwigzanie:
Zatozenie:a,b = 0
a+b
>+Vab |?

2
1
Z(a+b)22ab

a?+ 2ab + b? > 4ab
a’?—2ab+b*>0
(a—=b)?>=0

Kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest liczbg nieujemng m

Nieréwnosc ta orzeka, ze srednia arytmetyczna jest wieksza badz rowna sredniej geometrycznej. Nierdwnos¢ mozna

rozszerzy¢ na n — liczb dodatnich, to jest:

a1+a2+"'+an

>"a,ra,..ra
” 1" Qz n
Zadanie 2.
Wykaz, ze dla wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych a, b prawdziwa jest nieréwnos¢:
b? a?
—+-—=a+b
a b
Rozwigzanie:
Zatozenie: a,b > 0
2 2
EivZL>a+b |-ab
a b

b3+ a3 > ab(a + b)
a’—a’b+b3—ab?*=>0
a’(a—b)+b%(b—a) =0
a’(a—b)—b*(a—b)=0
(a—b)(a®—b*) =0
(a=b)(a—=b)(a+b)=0
(a—b)2<w>20

>0 >0

lloczyn liczb nieujemnych jest nieujemny m



Zadanie 3.
Udowodnij, ze dla dowolnych liczb nieujemnych a, b prawdziwa jest nieréwnos¢:

3a+ 3b
- > V2ab
Rozwigzanie:
Zatozenie:a,b = 0
3a+ 3b
— > V2ab

3a +3b = 4V2ab |2
(3a + 3b)? = 32ab
9a? + 18ab + 9b% — 32ab > 0
9a? — 18ab + 9b% = 0
(3a—3b)>=0

Kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest liczbg nieujemng m

Zadanie 4.
Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nieréwnos¢:
6 6
x° +
1+ 5 24 > x3 +y3

Rozwigzanie:
Zatozenie:x,y E R
1+#2x3+y3 [-2-2
2+ x®+y8>2x3+2y3
x6—2x3+y6—-2y3+22>0
x6—2x34+1+y-2y34+412>0
xB-1D2+@3-12=0

Suma kwadratéw dowolnych liczb rzeczywistych jest nieujemna m

Zadanie 5.
Wykaz, ze jezelix +y = 5,to x2 + y? > 22—5

Rozwigzanie (1):

Zatozenie:x +y =5
25

2+ 22_
X y 2

=5 2
<x +y>

2
2x% +2y?% > (x + y)?

x2+y?>



2x% + 2y% = x? + 2xy + y?
x2—=2xy+y?2=0
(x=y)?*=20

Kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest liczbg nieujemng m

Rozwiazanie (2):

Zatozenie:x +y =5 -y =5—x

25

2 2
+y? >
X y 2

25

x2+(5—x)227
25
x2+25—10x+x227

25
2x2—10x+2527

4x% —20x +50—25>0
4x% —20x+25>0
(2x+5)>>0

Kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest liczbg nieujemng m

Zadanie 6.
Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x, y prawdziwa jest nieréwnos¢:

4x2 —8xy +52>0
Rozwigzanie:
Zatozenie: x,y € R
4x% — 8xy +5y* =0
4x% — 8xy + 4y* +y2 >0
@2x—-2y)2+y?=0

Suma kwadratéw dowolnych liczb rzeczywistych jest nieujemna m

Zadanie 7.
Wykaz, ze jezeli xy > 0 to % +% = 2.

Rozwigzanie:

Zatozenie: xy > 0

x% +y?% > 2xy
x2—2xy+y?2=0



(x—y)?=0

Kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest liczbg nieujemna m

Zadanie 8.
Udowaodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢, d prawdziwa jest nierownos¢:

ac + bd < +Ja? +b%-\/c? +d?
Rozwigzanie:

Zatozenie: a,b,c,d > 0

ac + bd S\/a2+b2-\/c2+d2 2
(ac +bd)? < (a* + b*)(c* +d?)
(y/cz + 2abcd + b/Z/d2 < ¢/¢'2 + a2d? + b2c? + b¥d2
2abcd < a?d? + b?c?
0 < a?d? — 2abcd + b%c?
0 < (ad — bc)?

Kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest liczbg nieujemng m

Zadanie 9.
Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b prawdziwa jest nieréwnosc:

b a

a? bz_a b_a\/a+b\/3
\/E+ﬁs\[;+\/;_ﬁ+ﬁ_—\/%

Mamy wiec wykaza¢ prawdziwos¢ nieréwnosci:

Rozwigzanie:

Zatozenie: a,b € R,

ava + b\Vb
Vab
JVab(Va +B) < ava + bvb

Va++vb <

avb + bva < ava + bvb

0 < ava+bVb—aVb - bva

0 < a(va —vb) + b(\b — va)

0 < a(va - vb) — b(va —vb)

0 < (a—b)(vVa—+b) Stosuje skrocone mnozenie do 1. nawiasu (Ill wzér)

0 < (Va - Vb)(Va+B)(va - vb)



0 < (Va—vb) (Va+b)

lloczyn liczb nieujemnych jest nieujemny m

W dowodzie mozna postuzy¢ sie zadaniem 2, wystarczy potozy¢ @ = va i b = Vb.

Zadanie 10.
Wykaz, zedla a,b € R prawdziwa jest nieréwnosé:

3a? — 2ab + 3b? > 0.
Rozwigzanie:
Zatozenie: a,b € R

3a? —2ab+3b%>>0
20% + a’> —=2ab + b%+2b%*>0
2a2 +2b%+ (a—hb)>=0

Suma kwadratéw dowolnych liczb rzeczywistych jest nieujemna =

Zadanie 11.
Wykaz, ze dla a,b > 0 prawdziwa jest nieréwnos¢:
N 1 - 4
a “a+b
Rozwigzanie:
Zatozenie:a,b > 0
1 4 1 - 4
a b a+b
b N a 4
ab ab  a+b
a+b 4
>
ab a+b
b 2
(atb) _,
ab

(a + b)? = 4ab

a’+ 2ab + b* —4ab >0
a’?—2ab+b%=0
(a=b)?>=0

Kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest liczbg nieujemng m



Zadanie 12.
Wykaz, ze dla x > 0 prawdziwa jest nierdwnosc:

Rozwigzanie:

Zatozenie: x > 0

- X
x + >1
x? 1-—x
—+ >1
X X
2
x“—x+1 >1 Wykorzystuje zatozenie, gdyby x nie byt dodatni, to
x = nie mégtbym mnozy¢ stronami

X’ —x+1>x
x> =2x+1>0
x=1?%=>0

Kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest liczbg nieujemng m

Zadanie 13.
Wykaz, ze reszta z dzielenia sumy kwadratéw czterech kolejnych liczb naturalnych przez 4 jest réwna 2.

Rozwigzanie:
Wypisujemy 4 kolejne liczby naturalne (dowolne) oraz kwadraty tych liczb:

n - n?

n+1 -n?+2n+1

n+2 ->n’+4n+4

n+3 >n2+6n+9 dodajemy stronami

PwnNeE

4n2+12n+14=4n2+12n+12+2=4<n2+3n+3>+2=4k+2
keN

Suma kwadratdw, to liczba postaci 4k + 2 zatem przy dzieleniu przez 4 daje reszte 2 m

Zadanie 14.
Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nieréwnos¢:

x*+yt+x2+y? = 2xy(x+7y)
Rozwigzanie:

Zatozenie: x,y € R
x*+yt+x?+y? = 2xy(x +y)
xt+yt+x2+y? —2x%y —2xy? =0
(x*=2x%y +y) + (y* —2xy? +x3) =0
=)+ (* =220

Suma kwadratéw dowolnych liczb rzeczywistych jest nieujemna m



Zadanie 15.
Udowodnij, ze dla dowolnej ujemne;j liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nieréwnosc:

1
4x +—-<4
X
Rozwigzanie:
Zatozenie: x < 0
1
dx+—-<4
X
4x% 1
—+-<4
X X
4x° +1 4x

x X
4x°% —4x + 1
- <0

X2
(2x —1) -

0
x

lloraz liczby nieujemnej przez liczbe ujemng jest liczbg niedodatniag m

Zadanie 16.
Wykaz, ze prawdziwa jest nieréwnosé (1,5)190 < 625,

Rozwigzanie:

(1’5)100 < 625
100

) <ce=

100 100

25,925 .
2100 <3 2 325

375 < 2125
(33)25 < (25)25
27%5 < 3225

Ostatnia nierdwnos¢ jest oczywista (chocby przez fakt, ze funkcja a*, dla a > 1 jest rosngca) m

Zadanie 17.
Wykaz, 7e liczba 42017 + 42018 4 42019 4 42020 jast podzielna przez 17.

Rozwigzanie:

42017 + 42018 + 42019 + 42020 — 42017 + 42017 . 4_1 + 4_2017 . 42 + 42017 . 43 — 42017(1 + 4 + 16 + 64) —
— 42017 85 — 42017 <17 - 5 — 17 _42017 . 5

Liczba jest wielokrotnoscig liczby 17 zatem dzieli sie przez 17 m



Zadanie 18.
Wykaz, ze jezeli liczby rzeczywiste a, b, ¢ spetniajg warunek a + b + ¢ = 0, to:

a? + 3c% + bc + 4ac = 2b*> + ab
Rozwigzanie:

Zatozenie:a+b+c =0
Z zatozeniamamya = —b — ¢
a? + 3c? + bc + 4ac = 2b* + ab
a(a+4c—b)+3c?+bc—2b2=0
(=b—c)(=b—c+4c—Db)+3c?>+bc—2b*>=0
—(+c¢)(Bc—2b) +3c?+bc—2b*=0
—(3bc — 2b% + 3¢? — 2bc) + 3c?+bc—2b*> =0
—3bc + 2b%* — 3c? + 2bc + 3¢? 4+ bc — 2b* =0
0=0m

Zadanie 19.
Wykaz, ze dla dowolnej liczby catkowitej k prawdziwa jest nieréwnosé:

9k?> +9%k +2>0

Rozwigzanie (1):
Zatozenie: k € C

Lewg strone nierdwnosci potraktujemy jak trojmian kwadratowy.
A=b%*—4ac=81-4-9-2=81-72=9, +A=3

_9+3_ 1 _-9-3_ 2
T o187 3 2T -

18 3
ee (2o (L) n ke
—00, —— ——=,00
) 3 3’

Zauwazmy, ze w przedziale, gdzie parabola przyjmuje wartosci ujemne, tj. k € [— g, —g] nie ma zadnej liczby

catkowitej. Zatem nieréwnos¢ jest prawdziwa dla wszystkich k € C.

Rozwigzanie (2):

9%k?+9% +2=0CBk+1)?+3k+1=CBk+1)Bk+1+1)=GBk+1)(3k+2)
Kazdy z nawiaséw dla k € C przyjmuje wartos¢ tego samego znaku, tj. dla k € {0, 1, 2, ... } iloczyn jest dodatni, bo
wartosci nawiasow sg dodatnie. Dla k € {...,—3,—2,—1} iloczyn tez jest dodatni, bo kazdy z nawiaséw ma wartosé

ujemna, a iloczyn dwu liczb ujemnych jest dodatni. Zatem faktycznie (3k + 1)(3k + 2) > 0 dla dowolnego k € C.



Zadanie 20.
Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b prawdziwa jest nieréwnos¢:

Rozwigzanie:

Zatozenie:a,b > 0

4 < 3a+2b
3a+2b — 6
ab
4ab 3a+2b

<
3a+2b 6 Wykorzystuje zatozenie, gdyby a, b nie byty
2 dodatni, to nie mdégtbym mnozy¢ stronami
< (3a + 2b)

4ab

24ab < (3a + 2b)?

0 < 9a? + 12ab + 4b? — 24ab
0 < 9a? — 12ab + 4b?

0 < (3a — 2b)?

Kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest liczbg nieujemng m

Zadanie 21.
Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b prawdziwa jest nieréwnos¢:

a’?+b*>+1>a+b+ab
Rozwigzanie:
Zatozenie: a,b € R

a?+b?+1>a+b+ab
a’+b*+1—a—-b—ab=>0 |-2
20° +2b%*+2—-2a—-2b—2ab >0

a’?—=2a+1+b*>=2b+1+a’>—=2ab+b%>>0
(a-=1D?+B-1D*+(@-hb)*>=0

Suma kwadratéw dowolnych liczb rzeczywistych jest nieujemna m



Zadanie 22. PR
Wykaz, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x spetniona jest nieréwnos¢:

1 1

ZX4+§XS —3x24+16>0
Rozwigzanie:

Zatozenie: x € R

Wykorzystamy rachunek rézniczkowy.
Niech f(x) = ix“ + §x3 —3x?% + 16.
Poniewaz funkcja jest wielomianem, to dla x € R jest ciggta i xl_i}rgﬁf(x) = 00. (*)
Liczymy pochodng funkgji f:

fl(x) =x3+x% —6x
Wyznaczamy ekstrema funkgji. (*%)

1. Warunek konieczny (warunek Fermat’a)

ff)=0=ox3+x?-6x=0 x(x?+x—-6)=0 @ x(x—2)(x+3) ©x € {-3,0,2}

2. Warunek wystarczajgcy

f'0

MIN MAX MIN

v

Funkcja zatem osigga ekstrema:

fmax = f(0) =16

1

fmin = f(—3) = Z
32

fmin = f(2) = —

PokazaliSmy, ze najmniejsza wartos¢ funkgji f jest réwna - Zatem nieréwnos¢ jest prawdziwa (z * i **)



Zadanie 23. PR
Udowodnij, ze jezeli a, b = 0, to prawdziwa jest nierownos¢:

4a3 + b3 = 3ab?

Rozwiazanie:

Zatozenie:a,b = 0
4a3 + b3 = 3ab?
4a3 + b3 — 3ab*> = 0
a3 +b3+3a3—-3ab?2>0 Korzystamy ze wzoru na sume szescianow
(a + b)(a? —ab + b?) + 3a(a? — b?) =0
(a+b)(a?—ab+b?)+3a(a+b)(a—b) =0
(a+b)(a®?—ab+b%?+3ala—b)) =0
(a + b)(4a? —4ab + b?) >0
(a+b)2a—-b)?>0

lloczyn liczb nieujemnych jest nieujemny m

Zadanie 24. PR
Udowodnij, ze dla kazdej liczby x, y € R prawdziwa jest nierdwnos¢:

x(x—D+yy—-1)=xy—1
Rozwigzanie:

Zatozenie: x,y € R
x(x—-D+yly—-1)=xy—-1
x2—x+y*’—y—xy+1=>0/-2
2x% = 2x+2y* =2y —=2xy+2=0
2=2x+1D)+@?=-2y+ D)+ (x?=2xy+v%) >0
x—-1D*+(@-1D2+(x—-y)?*=0

Suma kwadratéw dowolnych liczb rzeczywistych jest nieujemna m

Zadanie 25. PR
Udowodnij, ze dla kazdej liczby nieparzystej n wyrazenie n®> — 3n* — n + 19 jest podzielne przez 16.

Rozwigzanie:
Zatozenie: n — liczba nieparzysta
Roztézmy wyrazenie n®> — 3n* — n + 19 na czynniki w miare najnizszego stopnia:

n*—3n*—-n+19=n*n-3)—-n+19=n*n-3)-m—-3)+16=n-3)(n*—-1)+16 =
=n-3)n*-1D"*+1D+16=n-3)(n—-1Dn+1DN*+1) +16.

Mamy zatem:

n°=3n*-n+19=mn-3)(n-1Dn+1)n*+1)+ 16



Poniewaz n jest liczba nieparzystg zatem kazdy z nawiaséw jest liczbg parzystg. Sg cztery nawiasy i kazdy dzieli sie
przez 2, wiec liczba (n — 3)(n — 1) (n + 1)(n? + 1) musi dzieli¢ sie przez 2 - 2 - 2 - 2 czyli przez 16. Mozna zatem
zapisaé:

n®—-3n*-n+19=16-k+16 =16(k+1), k€N

Pokazalismy, ze n®> — 3n* — n + 19 dzieli sie przez 16 m

Zadanie 26. PR
Udowodnij, ze dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nieréwnos¢:

x2y? +2x%+ 2y —8xy+4>0

Rozwigzanie:

Zatozenie: x,y € R
x2y? 4+ 2x2 4+ 2y —8xy+4>0
2x% —4xy + 2y* + x%y? —4xy +4 >0
2(x—vy)?+(xy—2)2>0

Suma kwadratéw dowolnych liczb rzeczywistych jest dodatnia, bo x # y m

Zadanie 27. PR
Udowodnij, ze dla kazdej liczby x, y € R prawdziwa jest nierdwnos¢:

5x2+y2—4xy+6x+9=0

Rozwigzanie:

Zatozenie:x,y € R
S5x24+y?—4xy+6x+9=0
4x% —4xy+y* 2+ x>+ 6x+9=>0
Qx—y)2+(x—-3)2=0

Suma kwadratéw dowolnych liczb rzeczywistych jest nieujemna m

Zadanie 28. PR
Wykaz, zedla a,b, c,d > 0 prawdziwa jest nierdwnos¢:

Va+b-Vec+d=+ac+Vbd
Rozwigzanie:
Zatozenie: a,b,c,d > 0

Va+b-Ve+d=+ac++Vbd |?

(a+b)(c+d) =ac+ 2Vabed + bd
g€+ ad + be + bd > gt + 2vabed + Jd



ad + bc = 2vabcd
ad — 2vVabcd + bc = 0

(Vad —Vbc) = 0

Kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest liczbg nieujemng m

Twierdzenie (PR)
Niech U = [xq,x,] i U = [y1,V2]. lloczynem skalarnym wektoréw U i ¥ nazywamy liczbe
UoV =x1y1 +X2)2

Ponad to, jesli kat miedzy tymi wektorami ma miare «, to

U
Il

Uo |d]|V| - cos a
Mamy wiec:

x1y1 + X2y2 = [u]|v] - cos a
Poniewaz dla kazdego a € R zachodzi cos a < 1 mozna zapisac:

UV =x1y; + x2y2 < |U]|V]

Ostatnia nierdwnos¢ nosi nazwe nieréwnosci Cauchy’ego — Schwarza (czyt. Kosziego — Szwarca)

Zadanie 29. PR
Wykaz, ze dla kazdego x € R prawdziwa jest nieréwnos¢:

sinx 4 cosx <2
Rozwigzanie:
Zastosujemy nieréwnos¢ Cauchy’ego — Schwarza.
Niech i = [sinx,cosx]i ¥ = [1,1]. Woéwczas:
UoV=sinx-1+cosx-1=sinx+ cosx
|ii] = VsinZx + cosZx i |#] = V12 + 12 = V2.

Z nieréwnosci Cauchy’ego — Schwarza otrzymujemy:

sinx + cosx < +/sin?x +cos?2x-V2=v2 m

Zadanie 30. PR
Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y, z takich, ze x + y + z = 1 prawdziwa jest nieréwnos¢:

1
§sz+yz+z2

Rozwigzanie:

Zastosujemy nieréwnos$¢ Cauchy’ego — Schwarza.

Niech i = [x,y,z]iv = [1, 1, 1]. Wéwczas:



Uov=x-1+y-1+z-1=x+7y+2z=1-2ztrescizadania.
il = yx2 +y2 + 221 [0 = V12 + 12 + 12 = /3.

Z nieréwnosci Cauchy’ego — Schwarza otrzymujemy:

x+y+z=1<V3-x2+y2+22 |

1<3(x*+y?+z%) |:3

1
§Sx2+yz+z2 n



