LISTA NR 14 (dowody algebraiczne i geometryczne) POZIOM PODSTAWOWY

1. Udowodnij, ze
a) kwadrat dowolnej liczby nieparzystej jest liczbg nieparzystg;
b) suma trzech kolejnych liczb naturalnych jest liczba podzielng przez 3;
¢) suma kwadratow dwoch kolejnych liczb catkowitych nieparzystych jest parzysta;
d) réznica czwartych poteg liczby naturalnej i liczby o 2 od niej mniejszej jest podzielna przez 8;

e) kwadrat sumy liczb v'3 — V5 i v'3 + V5 jest liczba catkowita;

f) jesli liczba naturalna nie jest podzielna przez 3, to jej kwadrat przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1
2. Wykaz, ze liczba

a) 3°1 + 352 + 353jest podzielna przez 13;

b) 2"*3 + 3. 2", gdzie n € N, jest podzielna przez 22;

c) 3"72 4+ 3"71 43" 4 5™ 4+ 5"+2 gdzien € N in > 2 jest wielokrotnoécig liczby 13;

d) 4100 — 6. 498 — 27 - 497 jest podzielna przez 26;

e) 3n+1)?2 — (3n — 1)? + 13, gdzie n € N, w wyniku dzielenia przez 12 daje reszte 1.
3. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nierowno$¢

a) (x+y)? = 4xy

b)3x(3x+1) =32 —x)—7

c) (x®+y%)? < (x* +y»)(x* +y*)

x2+y2% _ x+y
D= =27

4. Wykaz, ze
a) jeslia>3ib > 4,to >3
b) jesli ab > 5, to a® + b? > 10
c) jesli a®b? > 7,toa* + b* > 14
d)jeélix2+y2=3ix+y=—2,toxy=%

2a+3b

e) jesli dwie rozne liczby rzeczywiste X i y spelniaja warunek x2 + x = y2 + y,tox+y + 1 = 0.
f) dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y spelniona jest nierdéwno$¢ x* + y* + x% + y? = 2(x3 + y3)
0) jesli x, v, z sg liczbami rzeczywistymi takimi, ze x + y + z = 1, to x2 + y? + z? > %
5. Uzasadnij, ze dowolnym trdjkacie prostokatnym o przyprostokatnych a, b 1 przeciwprostokatnej ¢
at+b-c
P
b) wysokos¢ poprowadzona z wierzchotka kata prostego jest Srednig geometryczng dlugosci
odcinkéw na jakie ta wysokos¢ dzieli przeciwprostokatng;
€) suma kwadratow sinusow katow wewnetrznych tego trojkata jest rowna 2.
6. Udowodnij, ze w dowolnym trdjkacie
a) kazda srodkowa dzieli go na dwa trojkaty o rownych polach;
b) trzy srodkowe dzielg trojkat na szes¢ trojkatow o jednakowych polach;
€) miara kata migdzy wysokoscig poprowadzong z wierzchotka A i dwusieczng kata przy
wierzchotku A jest rowna potowie réznicy miar katow przy wierzchotku B i C.

a) dlugos¢ promienia okregu wpisanego w ten trojkat jest rowna r =

7. Uzasadnij, ze
a) dwusieczne dwoch sasiednich katow rownolegloboku przecinaja si¢ pod katem prostym;
b) srodki bokow dowolnego czworokata sg wierzchotkami rownolegtoboku;
c) jesli przekatna trapezu rbwnoramiennego zawiera si¢ w dwusiecznej jego kata ostrego, to rami¢
jest roéwnej dtugosci z krétsza podstawa;
8. Dany jest rOwnoramienny AABC, w ktorym |AC| = |BC|. Punkt D lezy na boku BC. Odcinek AD dzieli
AABC na dwa trojkaty rownoramienne w taki sposob, ze |AD| = |CD|oraz |AB| = |BD|. Wykaz, ze
|<ADC| = 5" |&XACD].
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