Zadania na dowodzenie

Zadanie 1. Uzasadnij, ze suma dwdch liczb dwucyfrowych takich, ze cyfra dziesigtek i cyfra jednosci pierwszej z nich
jest odpowiednio cyfrg jednosci i cyfrag dziesigtek drugiej jest podzielna przez 11.

Zadanie 2. Dany jest tréjkat ABC (rys.). Punkty A’, B" i C' s3 odpowiednio $rodkami bokéw AB, BC i CA. Wyka, ze
pole tréjkata A’B’C’ jest czterokrotnie mniejsze od pola tréjkata ABC.
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Zadanie 3. Uzasadnij, ze tréjkat ABC jest rGwnoramienny.

Zadanie 4. Punkt D jest Srodkiem odcinka AB tréjkata ABC. Na odcinku CD wybrano dowolny punkt S. Wykaz, ze
pola tréjkatow ASD i BSD sg réwne.
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Zadanie 5. Wykaz, ze iloczyn trzech kolejnych liczb naturalnych podzielnych przez 3 jest podzielny przez 81.
Zadanie 6. Wykaz, ze liczba 327 + 329 dzieli sie przez 30.

Zadanie 7. Wykaz, ze jesli liczba dzieli sie przez 15 i 14, to dzieli sie tez przez 10.



Zadanie 8. W pierscieniu kotowym cieciwa zewnetrznego okregu ma dtugosé 10 i jest styczna do wewnetrznego
okregu (rys.).Wykaz, ze pole tego pierscienia mozna wyrazi¢ wzorem, w ktérym nie wystepujg promienie
wyznaczajacych go okregow.

Zadanie 9. W tréjkacie o katach a, 8 i y miara kata a jest réwna réznicy miar dwu pozostatych katéw. Wykaz, ze
tréjkat ten jest prostokatny.

Zadanie 10. Na kwadracie ABCD zbudowano tréjkaty rownoboczne ASD oraz CPD (rys.). Wykaz, ze |SP| = |AP].
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Zadanie 11. Na bokach rombu ABCD zbudowano tréjkaty réwnoboczne APD oraz CQD. Wykaz, ze |PQ| = |AC].

Zadanie 12. Punkt P jest Srodkiem boku AB réwnolegtoboku ABCD. Wykaz, ze pole tréjkata EBC jest czterokrotnie
mniejsze od pola tego réwnolegtoboku.
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Odpowiedzi
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10.
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Zapisz pierwszg liczbe w postaci 10a + b, gdzie a — cyfra dziesigtek i b — cyfra jednosci.
10a+b+10b+a=11la+ 11b = 11(a + b)
Zauwaz, ze trojkaty ABC i A'B’C’ s podobne (kk). Skorzystaj réwniez z twierdzenia, ze odcinek taczacy srodki
dwu bokdéw tréjkata jest réwnolegty do trzeciego boku i stanowi potowe jego dtugosci.
Zauwaz, ze <C = 180° — 2, zatem: <A = 180° — (¥C + a) = 180° — 180° + 2a — a = a. Trojkat ABC jest
rownoramienny, bo ma katy przy podstawie tej samej miary.
Narysuj wysokosci tréjkatéw ASD i BSD poprowadzone z wierzchotka S — dla obu tréjkatow to ta sama
wysokos¢. Dodatkowo wiemy, ze punkt D dzieli bok AB na rdwne odcinki. Zapisz wzory na pola tych tréjkatow.
Dowolna liczba naturalna podzielna przez 3 jest postaci 3n, gdzie n — liczba naturalna. Wéwczas kolejne liczby
naturalne podzielne przez 3 bedg postaci 3n + 3 oraz 3n + 6. Mamy zatem:
3nB3n+3)3n+6)=3n-3(n+1)-3(n+2)=27n(n+ 1)(n+2)

Zauwazmy, ze iloczyn n(n + 1)(n + 2) to iloczyn trzech kolejnych liczb naturalnych, zatem na pewno dzieli sie
przez 3 (wsrdd trzech kolejnych liczb naturalnych jest zawsze jedna podzielna przez 3). Nasz iloczyn zatem dzieli
sie przez 27 i przez 3, dzieli sie wiec przez 3 - 27 = 81.
Rozpiszmy liczbe dang w zadaniu (bedziemy korzystac z praw dziatan na potegach):

327 + 329 — 327 + 327+2 — 327 + 327 . 32 — 327(1 + 32) — 327 .10 = 326+1 .10 = 326 -3:10 = 326 - 30
Otrzymalismy liczbe, ktdra jest wielokrotnoscig liczby 30, zatem cata liczba jest podzielna przez 30.
Skoro liczba dzieli sie przez 15, to dzieli sie przez 5, dodatkowo skoro liczba dzieli sie przez 14, to dzieli sie przez
2 (jest parzysta). Zatem liczba dzieli sie przez 5 i 2 czyli dzieli sie przez5-2 = 10.
Wprowadzmy oznaczenia jak na rysunku. Pole pierscienia kotowego obliczamy odejmujac pole kota duzego od
pola kota matego, mamy wiec:

P =nR? —nr? = n(R? —r?)
Zauwazmy, ze otrzymalismy trdjkat prostokatny, wiec z twierdzenia Pitagorasa mamy:
R?=5%2+4+7r%2 | —r?
R?—r?2=25

25
P = n<R2 —rz) = 251

Wykazalismy, ze pole nie zalezy od dtugosci promieni, a jedynie od dtugosci cieciwy.
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Z treéci zadania wynika, zea 2 f — y lub a = ¥ — f. Mamy zatem:
a+p+y=180°z(1)
B—v+p+y=180°
2 = 180°
B = 90° - tréjkat jest prostokatny.

Zatem

a+p+y=180°z(2)
y—p+p+y=180°
2y = 180°

y = 90° - tréjkat jest prostokatny. P
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Pokazemy, ze tréjkaty ADP i ADP sg przystajace.
Poniewaz tréjkaty zbudowane sg na bokach kwadratu, to AD = DP oraz SD = DP. o
Pozostato wykaza¢, ze <a = 90° + 60° = 150°. Zauwazmy, ze: /,_1)/’ C
a + 60° + 90° + 60° = 360° o
a+ 210° = 360° S
a = 150°
Tréjkaty ADP i ADP sa przystajace (bkb), zatem |SP| = |AP].
Pokaz, ze trojkaty APD oraz CQD sg przystajace. 4 B
Wprowadzmy dane jak na rysunku. D c
Pole réwnolegtoboku jest rowne: ,”
B =|AB|-h / /i
/ s
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